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Losungen der Ubungsaufgaben in
Diskrete Mathematik kompakt
(Bernd Baumgarten, De Gruyter, 2024)
— Kapitel 6: Graphen —

Bitte beachten Sie:

6.1

b)

e Versuchen Sie stets, die Aufgabe zundchst selbst zu 16sen! Das Anschauen einer ge-
l6sten Ubungsaufgabe ohne vorherigen eigenen ernsthaften Bearbeitungsversuch
nitzt Thnen hinsichtlich des Lernerfolgs oft nicht mehr als der Genuss einer Tasse
Kaffee: Es erzeugt einfach nur voribergehend ein angenehmes Gefuhl, hinterlasst
aber keinen bleibenden Effekt.

e Zu jeder Aufgabe kann es verschiedene korrekte Losungen bzw. Ldsungswege und
fur jede Losung mehrere Schreibweisen geben. Daher sind die in der Folge vorge-
stellten Lésungen durchweg nur als Beispiele zu verstehen.

e Zusitzliche Erklarungen stehen in eckigen Klammern [ ... ].

e Auch in Ubungsaufgaben kénnen Fehler stecken. Bitte beachten Sie die eventuelle
Korrigenda-Datei des Verlages.

Multigraphen und gewéhnliche Graphen

Einen Multigraphen kann man als kantenbeschrifteten Graphen G=(V,E,f)
auffassen. G=(V,E) ist dabei ein gewohnlicher Graph (gleich ob gerichtet oder
nicht), und die Beschriftungsfunktion f :E — IN gibt an, wievielfach jede einzelne
Kante existieren soll.

Fur jede Kante e mit f(e)>1 werden f(e) neue Knoten zu V hinzu genommen,
nennen wir sie Ve 1 bis Vg (¢)-

Gleichzeitig wird in E diese Kante e durch zwei Kanten pro neuem Knoten ersetzt,
beispielsweise im gerichteten Fall eine Kante e=(u,w) mit f(e)>1 durch die

2-f(e) Kanten (U,Ve1), (Ve1,W), ..., (U,Ve £(e)) s (Ve, £ (e)sW)-

Entsprechend wird in einem als Kantenfolge beschriebenen Weg die Begehung des
k-ten Exemplars der Kante e=(u,w) durch die Begehung der Kantenfolge
(U, Ve k), (Ve ik, W) ersetzt.



6.2  Ungerichtete und symmetrische gerichtete Graphen

[ Man beachte, dass die einer ungerichteten Kantenmenge F zugeordnete gerichtete Kanten-
menge F, wegen (v,w) e Fy ={v,w}e F ={w,v}e F = (v,w) e Fy symmetrisch ist. Fer-
ner entspricht der ungerichteten Kante {v} wegen {v}={v,v} die Kante (v,v). ]

a) Zunéchst sei G=(V,E) ein symmetrischer gerichteter Graph. Der zugehdrige unge-

richtete Graph G, hat laut Text die gleiche Knotenmenge V und die Kantenmenge
E, ={{v.w}| (v,w) € E}. Der zu G, gehorende gerichtete Graph hat dann wieder die
gleiche Knotenmenge V und die Kantenmenge Eq ={(v,w) [{v,w}< E }.

Wir zeigen E,q =E:
e (WWeE = {vWwieE, = (v\W)eEy
gemaR der Definition der Zuordnungen
e (wwWeE, ={wweE, = [(vwW)eEv(WVv)eE] = (vwW)eE
gemal der Definition der Zuordnungen und im letzten Schritt wegen der Sym-
metrie von G.
Alsoist G=(V,E)=(V,Eyy) =Gq. [ Bei nicht symmetrischem G ware das nicht so. ]
Dann sei U =(V,E) ein ungerichteter Graph. Der zugehdrige gerichtete Graph U,
hat laut Text die gleiche Knotenmenge V und die Kantenmenge
Eq ={(v,W) [{v,w} < E}. Der zu Uy gehdrende ungerichtete Graph hat dann wieder
die gleiche Knotenmenge V und die Kantenmenge Eg,, ={(v,w) [{v,w} € E}.
Wir zeigen E4, = E: Esgilt
e {WWieE = (vwWeE, = {vWeEy
gemaR der Definition der Zuordnungen, sowie
o {vwieEy, = [(vw)eEyv(WV)eEy]
= [{vw}eEv{w,v}cE]= {v,w}eE
gemaR der Definition der Zuordnungen und im letzten Schritt
wegen {w,v}={v,w}.
b) Seien G, =(V,E) und G, =(W,F) symmetrische gerichtete Graphen und f ein Iso-
morphismus von G, auf G,, d.h. eine Bijektion von V auf W mit
(st)eE < (f(s), f(t)eF.
Dann folgt (unter Verwendung von (s,t) e E < (t,s) € E und {w,v}={v,w})
{sit}eE, © (s;t)eE < (f(s),f(t))eF < {f(s), f(t)}eF,.
Seien G =(V,E) und G, =(W,F) symmetrische gerichtete Graphen und f ein Iso-
morphismus von Gy, auf G,,, d.h. eine Bijektion von V auf W mit
{s,t}eE, < {f(s), f(t)}eF,.
Dann folgt analog
(st)eE < {s,t}eE, < {f(s),f(t)}eFR, < (f(s),f(t)eF.
Also haben die symmetrischen gerichteten Graphen innerhalb der Abbildungen auf

den Knotenmengen dieselben Isomorphismen wie die zugeordneten ungerichteten
Graphen.

C) ... folgt aus (a) und (b), da genau dann H der dem symmetrischen gerichteten Graphen
G zugeordnete ungerichtete Graph ist, wenn der (symmetrische) Graph G der dem
ungerichteten Graph H zugeordnete gerichtete Graph ist.



6.3

b)

Planaritat

Verlegen Sie beispielsweise den rechten oberen Knoten in die Mitte, und den linken
oberen Knoten nach links ganz unten:

Der Graph ist schlingenfrei vollstdndig, d.h. jeder Knoten ist mit jedem anderen
verbunden. Nehmen wir an, er werde Kante um Kante kreuzungsfrei gezeichnet. Das
muss natirlich in jeder Reihenfolge der Kanten gehen. Also kann man anfangs die
funf Knoten zyklisch mit funf Kanten kreuzungsfrei verbinden. Der resultierende
Hamiltonkreis zerlegt die Ebene in einen inneren und einen dulleren Bereich, wie in
den beiden abgebildeten Beispielen. Dabei ist die genaue Form gleichgiltig, und es
genugt, die rechte zu betrachten. Man denke beispielsweise an eine Zeichnung auf
einer Gummihaut oder auf einem Kuchenteig, d.h. mit beliebigen Verzerrungsmog-
lichkeiten.

Nun fehlen noch 5 ,,Diagonalen®, d.h. Kanten zwischen einem Knoten und einem
zyklisch Ubernéchsten, die man jeweils nur ganz innen oder ganz aufen zeichnen
kann, damit man den Kreis nicht kreuzt. Nach zwei Innendiagonalen passt aber innen
keine weitere Diagonale kreuzungsfrei hinein, siehe unten links. Ahnlich passt nach
zwei AulRendiagonalen auBen keine weitere Diagonale kreuzungsfrei in die Zeichnung,
siehe unten rechts. Die fiinfte und letzte Diagonale kann dann nicht mehr kreuzungs-
frei eingezeichnet werden.



6.4  Planaritat, Isomorphie

Wir suchen einen Teilgraphen, der aus einem der beiden Kriterium-Graphen des Planaritéts-
kriterien-Satzes von Kuratowski durch Einfligung von Knoten in Kanten entsteht, denn dann
ist der Graph als nicht planar erwiesen.

Wie finden wir diesen Teilgraphen? — Durch Streichung der beiden waagrechten Kanten
(gestrichelt)! Eingefligt sollen namlich die graue unterlegten Knoten sein, die wir uns jetzt
umgekehrt wie im Bild ,,umschifft denken. Und in der Tat zeigen dann die nummerierten
Knoten, dass wir den verbleibenden Graphen als Kriterium-Graphen — er wird als Ks3
bezeichnet — in Satz 6.1 wiederfinden. [ Gewissermalien kann man die Knoten 1 und 3 hoch
ziehen, die Kanten begradigen und das Ganze zurecht zupfen, um ein ordentliches Bild von
K33 zu erzeugen. ]

Aus Ks3 entsteht also durch Einfiigen der graue unterlegten Knoten ein Teilgraph des
Petersen-Graphs, so dass letzterer nach Satz 6.1 nicht planar ist.

2
1 2 3
4 5 6
1 3

6.5  Knoteneinfigung und Kantenkontraktion

Die Einfugung von Knoten in einen schlingenfreien ungerichteten Graphen G=(V,E)
besteht aus 0, einem oder mehreren hintereinander ausgeflihrten Schritten (“Einfligung eines
Knotens”) folgender Art: Fiir eine Kante {u,w}<E und einen neuen Knoten v, also mit
veV , wird G ersetzt durch G'=(V',E") mit

o V=V UiV},

o E'=(Eu{{uvi{v,w})\{{u,w}}.

Eine Kantenkontraktion in einem ungerichteten Graphen G =(V, E) ist ein Schritt folgender
Art: Fir eine Kante {u,v}e E wird G ersetzt durch G'=(V',E’) mit

e V'=V\{},
e E'=(E\E) u{{uw}weN,,,w=u}),
wobel

e E, ={ecE|vee}die Menge derin G mit v inzidierenden Kanten und
o Ny, ={weV \{u}|{v,w}e E} die Menge der in G zu v benachbarten Knoten = u ist.

[ Satz 6.1 operiert ggf. mit mehreren Kantenkontraktionen hintereinander.
Anregung: Oben wurde ,,alles an der Kante {u,v} Hangende auf u gelegt. Uberlegen Sie,
wie man alternative VVorgehensweisen (informell entweder alles auf v oder, noch anders, u
und v durch ein neues x ersetzen) formal hétte definieren kdnnen, und zeigen Sie, dass dabei
jeweils ,,dasselbe* bzw. genauer gesagt ein isomorpher Graph entstanden wire. ]

6.6 Isomorphie

f:au, bw, c—X dr, e—v, fi>t g—s, hi>y istein Isomorphismus, da sich
damit auch alle 12 Kanten entsprechen, z.B. {a,b} und {u,w} wegen {f(a), f(b)}={u,w}
und analog die anderen 11.



6.7

b)

Symmetriegruppe

Bez. geometrische Analogie Zyklendarstellung
id Identitat £

R 1/3 Rechtsdrehung (123)(456)
Sh Spiegelung an horizontaler Ebene (14)(25)(36)
L 1/3 Linksdrehung (132)(465)
S1 Spiegelung an vertikaler Ebene durch 1 (23)(56)

S2 Spiegelung an vertikaler Ebene durch 2 (13)(46)

S3 Spiegelung an vertikaler Ebene durch 3 (12)(45)
D14 halbe Drehung, die 14 nach 41 bringt (14)(26)(35)
D25 halbe Drehung, die 25 nach 52 bringt (16)(25)(34)
D36 halbe Drehung, die 36 nach 63 bringt (15)(24)(36)
ShR  Sh, gefolgt von R (153426)
ShL  Sh, gefolgt von L (162435)

[ Die anderen 6! — 10, d.h. 710, Permutationen der Knoten 1 bis 6 bilden mindestens
zwei nicht benachbarte Knoten auf benachbarte ab oder umgekehrt — was uns zur
Suche nach schnelleren Methoden als der vollstandigen Uberpriifung aller Permuta-
tionen animieren konnte. Hier ein Tipp fir eine: Der komplementare Graph hat
die gleichen Knoten und verbindet genau die im Original unverbundenen Kanten.
Man zeigt leicht: Der komplementére Graph hat
stets die gleichen Automorphismen wie der ur- 5 1 6
urspringliche. Nun zeichnen wir das Komple-
ment so wie rechts, und dessen Automorphis-
men sind leicht zu Uberblicken: 3 4 >

e Wohin wird 1 abgebildet?
e Und wohin sein Nachbar 6?
e Und wohin zwangslaufig der Rest? ]

Bez. geometrische Analogie  Zyklendarstellung
id Identitat £

R 1/3 Rechtsdrehung (123)(456)

L 1/3 Linksdrehung (132)(465)

Dass es keine weiteren Automorphismen gibt, ist hier leichter als in (a) einzusehen: 1,
2 und 3 sind die einzigen Knoten mit zwei eingehenden und einer ausgehenden Kante.
Also mussen die drei untereinander abgebildet werden. Ein einfache Vertauschung
(ein Zweierzyklus) ist kein Automorphismus, da dann im Bildraum die Kante zwi-
schen beiden Bildknoten umgekehrt gerichtet ist. Es bleiben fir 1, 2, 3 die Rotation
um 0, 1/3 und 2/3, also id, R und L. Die Ausgangsknoten der von unten eintreffenden
Kanten ,,miissen mitgenommen werden* und sind dadurch mitbestimmt.




6.8  Vollstandigkeit

Kombinatorisch betrachtet ist die Formel (#) |E|=(]V|? =|V|)/2 fiir einen vollstandigen
schlingenfreien endlichen ungerichteten Graphen klar, da es sich bei der Kantenzahl um die
Anzahl der mdglichen ungeordneten Stichproben von je zweien aus den vorhanden |V| Kno-
ten handelt: SchlieRlich wird jeder der |V | Knoten mit jedem der anderen |V| —1 zusammen
gebracht, ohne dass eine Reihenfolge zwischen beiden besteht.

Wir konnen uns (#) auch induktiv ableiten: Der Einfachheit halber seien 1, 2, ..., n die Knoten
des vollstandigen schlingenfreien endlichen ungerichteten Graphen, so dass |V |=n ist. In
den Féllen n=0 und n=1 gilt wegen |E |=0 die Gleichung offensichtlich. Wir nehmen nun
an, sie gilt fur eine naturliche Zahl n. Sie gilt per Induktion allgemein, wenn wir zeigen, dass
sie auch gilt, wenn wir von n zu n+1 ubergehen. Zu den bisherigen Kanten kommt dabei je
eine Kante zwischen dem neuen Knoten n+1 und jedem der bisherigen Knoten 1, 2, ..., n
hinzu, das sind also n Kanten. Nun ist (n2— n)/2+n aber genau so viel wie

((n +1)2— (n +1)/2,und das ist (#) fir n+1.

Ist der Graph hingegen nicht vollstandig, dann fehlen ihm Kanten gegentiber dem vollstandi-
gen Graphen, so dass seine Kantenzahl geringer als (nz—n)/2 und somit davon verschieden
ist.

6.9  Zyklen und Kreise

Wir fuhren den Beweis in gerichteten Graphen, in ungerichteten Graphen geht dies analog.
Gegeben sei ein Zyklus Zg=vjV,V3...V,_1V, mMit vy =v,, d.h. v, ist ein wiederholtes
Vorkommen von v; (nicht unbedingt das zweite). Mit v; kommt also mindestens ein Knoten
(mindestens) zweimal in Z, vor. Sei vy, das erste zweite Vorkommen eines Knotens im
Zyklus, so dass also vj Vv, V3...Vq_1 Vi Keinen weiteren Knoten zweimal enthélt. Sei v;; das
zugehorige erste Vorkommen des Knotens vyq. Also ist entweder bereits Z; ein Kreis
(namlich wenn v; = v,y =V;; =V,,) — dann haben wir den Zyklus in einen Kreis zerlegt, oder es
ist Kj:=Vj1Viz41---Vii_1 Vg Nur ein echter Teil von Zyund damit ein Kreis, den wir in Z,
uberspringen kénnen. Dann ist Z; := Vj...Vi1-1 ViVks1... Vo1 Vo €10 Zyklus mit einer zu der von
K, disjunkten Kantenmenge. So wie V1, Vi1, K; und Z; konstruieren wir nun Schritt fiir
Schritt Vi, Vim, Ky und Z,, flir m=2,3,... , was aber nur endlich oft geht, sagen wir bis
Kmax und Z,,.x, woraufhin wir Z; in die Kreise Ky, Ko, ..., Kphax Zmax Z€rlegt haben, deren
Kantenmengen paarweise disjunkt sind. Vollziehen Sie den Mechanismus vielleicht an fol-
gendem Beispiel nach (Kantenrichtungen sind pro Kreis angedeutet):

\4

N\
Z, ® “
NS



6.10 Weglangen-basierte Begriffe

a)

b)

Dieser Graph ist als Heawood-Graph bekannt.

Radius: 3
Durchmesser: 3
Taillenweite: 7
alternative Zeichnung s. rechts
Radius: 3
Durchmesser: 3
Taillenweite: 6
Radius: n
Durchmesser: n
Taillenweite: 4

Hier sind Q, bis Q, skizziert:
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6.11 Weglangen-basierte Begriffe

Annahme (#): g(G) > 2-d(G) +1 fir einen solchen Graphen G
Unter den Kreisen in G muss es (mindestens) einen Kreis

K=wV;..Vgvi (Mit 1<i<k <g(G)=v; =V )
geben, ndmlich einen mit der minimalen Lénge aller Kreise in G. Nun sei n:=1+[g(G)/2],
wenn die Taillenweite eine gerade Zahl ist, andernfalls 1+[(g(G)+1)/2].
v, liegtin K gewissermaf3en ,,ganz oder weitestmoglich gegeniiber” von v;. Nach der Defi-
nition von d(G) gibt es einen Pfad P in G von v; nach v, dessen Lange hdchstens d(G)
betragt.
Gabe es auBer v; und v, gemeinsame Punkte von P und K, so gabe esin G kleinere Kreise
als K, im Widerspruch zur Wahl von K: Ware z.B. 1<i<n und v; auf P, und i minimal
mit dieser Eigenschaft, so ware der Weg von v; nach v; auf P und dann weiter auf K tber
Vj_1 usw. bis nach v, ein kleinerer Kreis als K, und analog auf der Gegenseite von K — vgl.
rote ,,Kreise* in der Abbildung links unten.

In K ist v;...v, mindestens so lang wie Vv, ...V4(g), und beide sind langer als d(G). Da nun

K disjunkt zu P ist, kann man den Teil v;...v,, des Kreises K durch P ersetzen und erhélt

einen kirzeren Kreis, im Widerspruch zur Wahl von K — vgl. der griine ,,Kreis“ in der
Abbildung rechts unten.

Also ist die Annahme (#) falsch.

Vi
'y

K P

Vn

6.12 Zusammenhang

Pfadzusammenhangend bedeute: Jedes Knotenpaar ist tber einen Pfad (Weg, der keine Kno-

ten zweimal berihrt) verbindbar. Da alle Pfade Wege sind, folgt Zusammenhang aus Pfadzu-

sammenhang. Flr die Gegenrichtung tberlegen wir:

Seien v und w zwei Knoten eines zusammenhangenden Graphen. Dann existiert ein Weg

ViVoV3...Vp_qV,y Mit Vi =V, v, =Ww.

a) Ist der Weg vy v, v3...v,,1 V,, ein Pfad, so existiert ein Pfad von v nach w, ansonsten

b) enthélt der Weg vy v, v3...v,_1V,, einen Knoten zweimal, also v; =v, . Dann ersetzen
wir im Weg das Wegstuck v; v, ...v durch v; und erhalten dadurch einen echt
kirzeren Weg von v nach w, den wir nun mit echt kleinerem n als neue Folge
V1V, V3.V, 4 Vv, betrachten. Dann machen wir weiter bei (a).

Da man einen endlichen Weg nur endlich oft echt verkiirzen kann, bzw. da die Werte von n
eine streng fallende Folge natirlicher Zahlen durchlaufen, kdnnen wir nur endlich oft nach (b)
gelangen, d.h. irgendwannist v; v, V3 ...v,_4 Vv, ein Pfad von v nach w.



6.13 Ein konkreter Hamiltonkreis

6.14 Hamiltonpfad-Algorithmus

Gegeben: ein nichtleerer endlicher Graph G = (Vy, Eg).
Gesucht: ein Weg, der jeden Knoten genau einmal besucht bzw., wenn es keinen solchen
Weg gibt, die Auskunft ,.kein Hamiltonpfad®.

Algorithmus H:
1. Fir alle Knoten vy in Vy [ nicht nur fur einen, denn die Pfade kénnen evtl. nicht
uberall beginnen ] fihre aus:
Hamiltonpfad (Vq, Eq,Vg,"Vo") .
2. Gib aus: ,,kein Hamiltonpfad®.
[ Wenn ein Hamiltonpfad existiert, wird der Algorithmus nicht bei (2) ankommen. ]

Dabei macht die Prozedur Hamiltonpfad (V, E,v, p) Folgendes:

a. V"=V \{v} [V’ entsteht durch Streichen vonv aus V. ]
b. Ist V=, dann:
I. Gib p aus.
ii. Beende die Ausfiihrung des Algorithmus H [ nach erfolgreicher Suche ].
C [Wennalso V'#J ...]
Gibt es in E keine Kante {v,w} mit einem weV', dann beende die Ausfilhrung dieses
Prozeduraufrufs von Hamiltonpfad.
d. [ Wenn es also eine Kante von v nach V' gibt ... ]
i. E'=E\{{v,wW}|weV}
[ E’ entsteht durch Streichen aus E aller Kanten {v,w} mit weV ausE. ]
ii. Fur alle weV mit {v,w} e E fiihre der Reihe nach aus:
Hamiltonpfad (V',E’,w, pow).



Um die Plausibilitdt des Algorithmus zu zeigen, fuhren wir ihn unter der schematischen
Angabe moglicher Zwischenzustdande an einem Beispielgraphen durch. Die Berechnung kann
wegen des Nichtdeterminismus der Wahlen in (1) und (d.ii) sehr unterschiedlich ablaufen! Da
mehrere Instanzen von Hamiltonpfad am Arbeiten sein kdnnen, gibt es oft mehrere aktuelle
Datensatze der Prozeduraufrufe fir Knoten- und Kantenmenge, Startknoten und bisherigen
Pfad:

e Anfangsist Vo ={1,2,3}, E, ={12,23} (mit Kurzschreibweise fur Kanten)

e Nach der Wahl von v, und dem (1.) Prozeduraufruf in (1) ist (z.B.)
V,; ={1,2,3}, E; ={12,23}, v; =2, p, =2.

e Nach (l.a,b,c) und der Wahl von w und dem (Il.) Prozeduraufruf in 1.d.ii ist (z.B.)
Vo ={13} E;={}, v, =1, p =21

e Nach (Il.a,b) endet (I1) in (c).

e dem (I11.) Prozeduraufrufin l.d.ii ist V3 ={1,3}, E5 ={} v3 =3, p, =23.

e Prozeduraufruf (111) endet analog ohne Output, damit aber auch Prozeduraufruf (1),
also auch die Ausfiihrung von (1) mit der Wahl von v; =2.

e Nach der Wahl von v, und dem (insgesamt 1V.) Prozeduraufruf in (1) ist (z.B.)
V, ={1,2,3}, E; ={12,23}, v, =1, p, =1.

e Nach (1V.a,b,c) und der Wahl von w und dem (V.) Prozeduraufruf in I'VV.d.ii ist (z.B.)
Vs ={2,3}, E5 ={23}, v5 =2, py =12.

e Nach (V.a,b,c) und der Wahl von w und dem (V1.) Prozeduraufruf in V.d.ii ist (z.B.)
Ve ={3}, Es ={}, V6 =1, ps =123.

e Nach (VI.a) mit V' ={3}\{3} endet der Algorithmus in (V1.b) im Anschluss an die
Ausgabe des Hamiltonpfades 123.



6.15 Hamiltonkreis
Sei G wie beschrieben. G habe n Knoten.

G ist zusammenhéangend:
Ware dies nicht der Fall, bestiinde G aus mindestens zwei Zusammenhangskompo-
nenten (Zk.). Die kleinste Zk. kdnnte hochstens n/2 Knoten und misste mindestens
einen Knoten u enthalten. u hatte dann hochstens (n/2)—1 Nachbarn (in der
Komponente, aber auch in G, da alle Nachbarn in G in der gleichen Zk. liegen) — im
Widerspruch zu den Eigenschaften von G .

Sei p=vyVv;...v,, ein Pfad maximaler Lange in G, so dass m+1<n bzw. m<n ist. Wir
zeigen, dass es ein 0<i<m-1 derart gibt, dass (#) v; Nachbar von v, und v;,; Nachbar
von v ist:
Die Endpunkte v, und v,, von p haben keine Nachbarn in G auRerhalb von p, denn
sonst konnte man p verlangern. Die Knoten v, ...,V,,_; umfassen somit
e die mindestens n/2 Nachbarn von v, und

e die Vorganger v, _; in p der mindestens n/2 Nachbarn von v .

Waren diese beiden Knotenmengen disjunkt, so wirde vy,...,V,4 Mmindestens n
Knoten umfassen, im Widerspruch zu m<n. Jedes v; aus dem Durchschnitt der
beiden Knotenmengen hat die gewiinschten Eigenschaften.

Nun betrachten wir mit einem v;, das (#) erflllt, den Rundweg
C=VoVy ---ViVi Vi1 - - -Vi41Vo -

Er ist in der Abbildung rot unterlegt. Da p Pfad ist, durchlduft ¢ keinen Punkt zweimal.
AuBerdem durchlduft ¢ alle Knoten von G, denn sonst

e gdabe es einen Knoten u auf’erhalb von ¢ und

e wegen des Zusammenhangs einen Weg von u nach v,

e der sich zu einem Pfad verkiirzen lieRe (in der Abbildung blau),

e derineinem Knoten v, erstmals auf einen Knoten des Kreises trifft,

e o dass es einen Pfad (blau/rot) von u nach v, und dann in Laufrichtung des

Kreises bis zum letzten Knoten in ¢ vor v, gabe,
e der also langer als ein Pfad maximaler Lange wére —
e und das kann nicht sein.

Somit ist ¢ ein Hamiltonkreis in G.

6.16 Graphen und Relationen

Sei V die Knotenmenge des gerichteten Graphen und R seine Kantenmenge.

a) irreflexiv, VveV —R(v,v)

b) R=V xV, vu,veV R(u,v)

C) Es existiert eine Partition {V;,V,} = P(V) derart, dass R <V xV, UV, xV;



6.17 Prabaume

Der ungerichtete Graph G =(V,E) sei zusammenhangend, nach Entfernung einer beliebigen
Kante aber nicht mehr. Wir zeigen, dass er kreisfrei ist.

Annahme (#): Es gibt einen Kreis vxX,...xVv in G.

Dann sei G":=(V,E\{v,x}) der Graph, der durch Streichung der ersten Kante des Kreises
aus G entsteht. Wir zeigen, dass auch G' zusammenhangend ist:

Seien u und w Knoten G', also auch in G. Dann existiert (vgl. Aufgabe 6.12!) ein Pfad
p von u nach w in G. Wenn p vx bzw. xVv nicht enthélt, ist p auch in G’ ein Pfad.
Wenn p vx enthélt, ersetzt man jedes Vorkommen von vx bzw. xVv durch
VX X1 --- X DZW. X%, ... % v und erhélt so einen Pfad u nach win G’.

Der Zusammenhang von G’ widerspricht jedoch den Voraussetzungen an G. Also muss die
Annahme (#) falsch sein: G ist kreisfrei.

6.18 Prabdaume

Gegeben sei ein Prabaum G =(V,E). Die neue Kante sei {v,w}, so dass also v,weV und
{v,w}¢ E qilt. Enthielte der erweiterte Graph G'=(V,E u{v,w}) keinen Kreis, so ware er
kreisfrei und zusammenhangend, also auch ein Prabaum. Dann wiirde bei G’ die Streichung
von {v,w} zu G fihren, das nach Satz 6.7(2) dann nicht mehr zusammenhéngend, also kein
Prébaum ware — ein Widerspruch.

6.19 Aquivalenz gerichteter und ungerichteter Baume

a) Dies folgt aus (b), wie in Aufgabe 3.15 gezeigt wird.
b) Zunéchst haben
e flr einen gerichteten Baum G die beiden Graphen G und Unger(G) und
e flr einen ungerichteten Baum H die beiden Graphen H und Ger(H)
per Konstruktion dieselbe Knotenmenge.

Ubereinstimmung der Kantenmengen:

Sei {u,v} Kante in H und w die Wurzel von H . Fir jeden Knoten x sei p,., der
eindeutige Pfad von w nach x. Liegt v auf p,., , muss es VVorganger von u sein, sonst
kénnte man in p,., das Endstlick v...u durch das kiirzere vu ersetzen und erhielte
einen zweiten Pfad von w nach u. Liegt v nicht auf p,.,, SO ist Pu~yV= Pysy- IN
beiden Fallen ist einer der beiden Knoten u und v der VVorgénger auf dem Pfad von w
zum anderen. Also ist (u,v) Kante in Ger(H) und damit per Definition {u,v} Kante
in Unger(Ger(H)).

Sei nun umgekehrt {u,v} Kante in Unger(Ger(H)). Dann ist per Definition (u,v)
oder (u,v) Kante in Ger(H) und wiederum per Definition {u,v} Kante in H .

Ubereinstimmung der Wurzeln:

Ist w als Wurzel von H ausgezeichnet, so gibt es im leeren Pfad von w nachw in H
keinen Vorganger, also per Definition in Ger(H) auch keine Kante (u,w). Also kann
nach Satz 6.6 kein anderer Knoten als w die Wurzel von Ger(H) sein. w ist also die
Wurzel von Ger(H) und damit per Definition auch Unger(Ger(H)).

Insgesamt hat Unger(Ger(H)) die gleichen Knoten und Kanten sowie die gleiche
Wurzel wie H , ist also damit identisch.

Die Ubereinstimmung der Kantenmengen und der Wurzeln von Ger(Unger(G)) und
G zeigt man in ahnlichen Schritten.



6.20 Adressenbdaume

a) wegen (1,3) auch (), (1), (1,1) und (1,2)
und wegen (2,2,1) auch (2), (2,1) und (2,2).
[ Grund: Kinder mussen Eltern haben, und deren Adresse ist das um die letzte Zahl
verkurzte Anfangsstiick der Adresse. Jiingere (rechte) Geschwister missen dltere
(linke) Geschwister haben, und deren Adresse ist die gleiche bis auf die um 1 niedri-
gere letzte Zahl. ]

b) Man kann sich darauf beschrdanken, kinderlose jlingste Geschwister (bzw. Einzel-
kinder) anzugeben.

6.21 Spannbaume

Ein Prdbaum G ist gemal der Definition der Spannbdume ein Spannbaum von G. Kann G
noch einen anderen Spannbaum G’ haben? Einem anderen Spannbaum G’ von G misste
mindestens eine Kante von G fehlen. Dann wére G’ aber wegen Satz 6.7(ii) nicht zusammen-
hangend, obwohl er als Prébaum zusammenhéangend sein misste — ein Widerspruch. Also gibt
es fur einen Prabaum G nur genau einen Spannbaum, namlich G selbst.

6.22 Spannbdume
[ ]
a) b) e c) geht nicht d) A
[}

6.23 Konigs Lemma

Die Antwort ist ,,nein®.

Fiir die Frage “warum nicht?” fithren wir einen indirekten Beweis und nehmen zunéchst an,
die Antwort sei ,,ja”. Da man bei jedem Schritt einen Zettel wegnimmt, miissen (nach unend-
lich vielen Schritten) unendlich viele Zettel geschrieben worden sein. Wir betrachten jeden
Zettel als Knoten eines Baums. Die Kinder eines Zettels sind die neuen Zettel, durch die er in
einem Schritt auf dem Tisch ersetzt wurde. Jeder Zettel hat entweder Kinder (und dann
endlich viele), oder er ist als Blatt des Baumes noch im Spiel. Wir definieren den Baum B,
,hach unendlich vielen Schritten* als Vereinigung aller Knoten und aller Kanten der Baume
Bn, die nach jeweils n Schritten entstanden sind. B, enthdlt unendlich viele Elternknoten, also
unendlich viele Knoten. Nach dem Lemma von Kdnig muss es einen unendlichen Pfad geben.
Die Knoten v;,V,,... des Pfades sind mit je einer natiirlichen Zahl ny, n,,... beschriftet,
deren jede echt kleiner als die vorige ist. Das kann aber nicht sein, da nach spatestens n;
Knoten in der Folge keine kleinere natiirliche Zahl >0 mehr kommen kann. Also ist die
Annahme falsch und die Antwort ,,nein‘.



6.24  Polnische Notation und Syntaxbaum

a)

b)

Der Algorithmus arbeitet mit einem Term term in polnischer Notation als Eingabe und
gleichzeitig globales Datum, das in der Folge verédndert werden darf, und mit einem
globalen geordneten (Adressen-)Baum baum, der anfangs leer ist und zum Endergeb-
nis ausgebaut werden soll.

A. Liesterm.

B.  Statte den Baum mit einem unbeschrifteten Wurzelknoten aus:
baum :={() —}; wurz :=(). /- bedeute: noch unbeschriftet /

C.  Fuhre Ausbauen(wurz) aus.

Dabei funktioniert die Prozedur Ausbauen(k) fir jeden Knoten des aktuellen baum
wie folgt:
1.  Liesdas erste Symbol s von term und entferne es vom Anfang von term.
2. Beschrifte den aktuellen Knoten k mit s.
3. Wenn s Variable ist, beende die Ausfiihrung der laufenden Prozedur.
4.  Wenn s einstelliger Junktor (also —) ist, dann ...
a. hénge mit einer neuen Kante einen neuen Knoten kneu als Kind an k;
b.  fuhre Ausbauen(kneu) aus.
5.  Wenn s zweistelliger Junktor (also A oder v )ist, dann ...
a.  hange mit zwei neuen Kanten zwei neue Knoten k1 und k2 als erstes und
zweites Kind an k ;
b.  fuhre Ausbauen(kl) aus;
c.  fuhre Ausbauen(k2) aus.

Entsprechend den Instanzen I, 11 etc. der Prozedur Ausbauen sind deren lokale Variab-
len indiziert.

A. term=v—-AB.
B. baum={()-}; wurz=().
C. I ki=().
1.1 s =v;term =—AB.
.2: baum={() v}
1.3 und 1.4 haben keine Auswirkung.
I.5a: baum={() v, (1)—, (2)-}; k1, =(1);k2,=(2).
1.5b: 1I: ki = (2).
I.1: sy =—;term;=AB.
I1.2: baum={() v, () —, (2)-}
11.3 hat keine Auswirkung.
I1.4a: baum ={() v, (1) —, (1,1) -, (2) -}; kneu, = (1,1).
IL4b: 1 k= (2,1).
H1.1: sy = A; termyy = B.
.2: baum={() v, (@) =, (L,1) A (2)-}
I11.3: Ausbauen-Instanz I1l endet.
1.5 hat keine Auswirkung. Ausbauen-Instanz Il endet.
1.5¢c: 1IV: kv =(2).
IV.1: s,y =B; termy=¢.
IV.2: baum={() v, (1) =, (1,1) A, (2)B}
IV.3 Ausbauen-Instanz IV endet.
Ausbauen-Instanz | endet.

Der Algorithmus endet; baum ist berechnet und kann ausgegeben werden.



6.25 Kulrzester Weg

a) 1: K=(1) b) 1. K=
2: p(1)2=1, p(2) = p(3)=p(4)=0 gi p(1) =1 p(2)=p(3)=0
5 X= X -
4 u=1 K=() 4: u=1 K=()
5 X=2 5: X=2
i: p(2)=1 i: p(2)=1
ii: - TH—
i K=(2) i K=(2)
5 X=3 6,3: —
i: p(3)=1 4: u=2 K=()
i - 56 —
ii: K=(2,3) 3: ,,unerreichbar*
6,3. —
4. u=2 K=(3)
5,6,3: —
4 u=3 K=()
5 Xx=4
i p(4)=3
i -
i K=(2
5 X=3
i p(3) =1

ii.  Kantenfolge =(1, 3,4)



